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The mass and momentum balances are theoretically studied in heteroge‐
neous two‐component systems. Following Gibbs the system is presented as two 
bulk and a  single  surface phases. Comparing  the equations derived with  some 
typical rheological models, useful information about the location of the interface 
is obtained. It was demonstrated that the surface phase for insoluble surfactants 
coincides with the equimolecular interface, while for soluble ones it is placed on 
the surface of total mass density zero excess. In both cases the surface phase is 
close to the surface of tension and kinematic surface. 
 
In  spite of  the doubtless progress made  in  the understanding of  transfer processes  in 
heterogeneous  systems,  there  is  no  rigorous  derivation  of  the  phenomenological  equations 
governing mass, momentum and energy balances. The microscopic theories, dealing with com‐
plicate mathematical formalism, provide description based on first principles [1]. However, it is 
not possible till now to translate their results in the useful language of macroscopic physics. The 
methods of non‐equilibrium thermodynamics [2, 3] and hydrodynamics [4, 5] are easier to han‐
dle and seem to be more appropriate for description of the problem. After Gibbs the heteroge‐
neous systems are described as homogeneous bulk and surface phases  interchanging matter, 
momentum, energy, etc.  In  the  literature  [6‐8]  the  surface balances are usually presented  in 
analogy with  the bulk ones. An  important point here  is  the determination of  the  location of 
surface phases. There are number of dividing surfaces [2] corresponding to different conserva‐
tion  laws  (surface of  tension, equimolecular  surface, etc.) where  the  surface phase  could be 
placed. The goal of the present paper is to show the location of the surface phases in some typ‐
ical cases on the base of existing experimental investigations of their rheology. 
Let us consider a macroscopic system consisting of  two bulk phases,  liquid and vapor. 
The mass density of the liquid denoted by  is much higher than the vapor mass density and for 
this reason we accept the  latter equal to zero. Let the considered  liquid be a two‐component 
solution with mass concentration  c  of the second component and mass concentration  c  of 
the solvent. The balances in the bulk obey the mass and momentum conservation laws [9] 
 
( ) 0t   v                     (1a) 
( ) 0tc c   v J                     (1b) 
( ) ( ) 0t     v vv                    (1c) 
where  v   is the hydrodynamic velocity,  J   is the diffusion flux,     is the stress tensor and   is 
the nabla operator. The flux J  can be expressed by the Fick law expressed properly by the mass 
fraction [9] 
 
( / )D c   J                     (2a) 
 
In the case of a Newtonian liquid the stress tensor takes the form 
 
T[ ( ) (2 / 3)( ) ] ( )p         v v v v              (2b) 
 
where    is the unit tensor and the superscript T denotes the conjugated tensor. In general the 
diffusion coefficient D  and kinematic shear   and dilatational  viscosities are functions of the 
mass density  , concentration  c  and temperature T . Assuming a local equilibrium in the liquid 
the  pressure  can  also  be  expressed  as  a  function  of  these  quantities  via  the  corresponding 
equation of state  ( , , )p c T . 
According  to  the Gibbs  concept,  the  real  system under  consideration  is equivalent  to 
two homogeneous bulk phases,  liquid and vapor, divided by a two‐dimensional homogeneous 
surface phase. Therefore, the laws of conservation at the surface should have the same form as 
eqs. (1) with non‐zero right hand sides accounting for the interaction with the bulk [5, 10] 
 
( ) [ ( )]t tot tot        u v u n                 (3a) 
( ) [ ( ) ]t S c         u J v u J n               (3b) 
( ) ( ) [ ( ) ]u uu v v u nt tot tot S                        (3c) 
 
Here  tot  and  are  the  total and second component surface excess mass densities,  u   is  the 
hydrodynamic velocity of  the  surface phase,  JS  and  S  are  the  interfacial diffusion  flux and 
stress tensor, n  is the unit normal vector to the surface,      and  nn    are the sur‐
face nabla operator and tangential unite tensor. The right hand side of eqs.  (3) represent the 
bulk mass and momentum fluxes to the interface. 
The unit normal vector obeys the following equation [3, 10] 
 
( ) 0t    n n u                     (4a) 
 
Since the interface is a separate two‐dimensional phase, the diffusion flux  JS  and stress tensor 
S  should be similar to the bulk ones. Hence, the Fick law (2a) for the surface phase reads 
( / )S tot S totD     J                   (4b) 
 
where  SD   is the surface diffusion coefficient.  In the case of a Newtonian  interfacial fluid, the 
surface stress tensor  S  can be in analogy to eq. (2b) presented as 
 
T[( ) ( ) ( ) ] ( ) ( )u u u u u nnS tot S tot S tot S                                  (4c) 
 
where    is  the  two dimensional pressure,  S  and  S  are  the  surface  shear and dilatational 
kinematic viscosities. The  last  term  in eq.  (4c) accounts  for  the  transverse  shear  flow  [8, 11] 
with corresponding kinematic viscosity  S . It is reasonable, the surface diffusion coefficient and 
kinematic  viscosities, having  the  same dimension with  the bulk  transport  coefficients,  to de‐
pend on the excess mass densities and temperature. The presentation of the dynamic viscosi‐
ties in eq. (4c) as products of the total mass excess density  tot  and the corresponding kinemat‐
ic viscosities is similar to the bulk one and accounts for the necessary condition the total mass 
excess and dynamic viscosities to have one and the same sign (remember that the mass excess 
densities could be either positive or negative). 
The general description of the coupled bulk and interfacial transports via eqs. (1‐4) is too 
complicated. A good simplification is the model of incompressible liquids. Further, in the case of 
small deviations from the equilibrium the non‐linear terms in the balances of conservation drop 
out, eqs. (1‐2) reduce to 
 
0 v                       (5a) 
tc D c                         (5b) 
/t p   v v                     (5c) 
 
and eqs. (3‐4) get the forms 
 
( )t tot tot n nv u       u                  (6a) 
[ ( / ) ] ( )t S tot tot n n nD c v u D c               u         (6b) 
( ) ( )tot t tot S tot S n nv                     u u u v         (6c) 
2tot t n tot S n n nu u p v           n             (6d) 
0t nu  n                     (6e) 
 
where        and u u   . Equations (6) are the boundary conditions to eqs. (5). 
Let us  consider  first  the  case of a pure  solvent,  i.e.  0c   and  0  .  In  this  case  the 
boundary conditions to eqs. (5) are usually described by the following equations [5] 
 
0n nv   v     2 0n np v          t nv    
 
where    and    are  the  thermodynamic  surface  tension and  the normal deformation of  the 
surface, respectively. These equations will coincide with eqs. (6) if     , u v  and  0tot  . 
Therefore, the surface phase in one‐component systems should be placed at the surface of ten‐
sion determined by  the elastic  force and momentum balances, kinematic  surface, where  the 
bulk and surface velocities are equal, and equimolecular surface, where the surface mass densi‐
ty excess  tot   of the solvent is zero. The rigorous calculations [2] show that these three sur‐
faces do not coincide  in general. However, the differences are too small (in order of few ang‐
stroms) and for this reason they are not important for the macroscopic hydrodynamics [4]. 
For the two‐component systems, there are two distinguished models of the surface rhe‐
ology reported in the literature. The first one is usually applied for insoluble monolayers ( 0c 
). This case is well described by the following boundary conditions 
 
0t    v                     (7a) 
( ) ( )t S S n nv                    v v v v         (7b) 
2t n S n n nv v p v                        (7c) 
t nv                         (7d) 
 
The main feature of these balances  is the absence of the surface diffusion which  is confirmed 
experimentally [12, 13]. As is seen, eqs. (7) are a particular case of eqs. (6) with     , u v  
and  tot   . This means that the surface phase should coincide again with the tension, kine‐
matic and equimolecular dividing surfaces. The result that the mass excess of the solvent is zero 
shows that the insoluble surfactants do not change the place of the surface phase of the pure 
solvent. They only concentrate there and thus  indicate the place of the solvent surface phase. 
Note that the lack of the surface diffusion is due to the fact that the surface phase is one com‐
ponent, and not because  0SD  . The usual boundary balances of soluble surfactants are [5] 
 
t S nD D c       v                 (8a) 
( )n nv          v                   (8b) 
2 0n np v                        (8c) 
t nv                         (8d) 
In contrast to the previous case, they depend substantially by the surface diffusion but the ef‐
fect of the surface viscosity friction  is missing. This  is  in accordance with the experimental re‐
sults [14, 15]. As is seen, eqs. (8) follow from the general balances (6) when     , u v  and 
0tot  . Therefore,  the surface phase of soluble surfactants coincides with  the  tension, kine‐
matic and zero total mass excess surfaces. This means that the solutions have their own  loca‐
tion of the surface phase different from that of the pure solvent. As in the case with the bulk, 
the surface dynamic viscosities in eq. (4c) are presented as products of the corresponding kin‐
ematic viscosities and  tot . For this reason they are absent  in the case of soluble surfactants, 
where  0tot  . The two distinguished cases discussed above demonstrate limit kinds of relaxa‐
tion behavior of the surface processes. In general, the surface rheology is described by eqs. (6) 
not by eqs.  (7) or  (8). Moreover,  the Gibbs approach  to  interfacial  rheology  is applicable  for 
fluids with molecules smaller than the transition depth of the interfacial region [4]. For this rea‐
son, the presented theory maybe does not work for macromolecular surfactants.  In the  latter 
case,  additional  complication  arises  from usually non‐Newtonian  surface  rheology of  the  se‐
cond component [13]. 
In the following part the interfacial surface waves for both insoluble and soluble surfac‐
tants are studied. As known, they are subject of the light scattering measurements [16]. For the 
sake of  simplicity  a planar dividing  surface  is  chosen  and one direction propagating waves  (
0yv  ) are considered. In the frame of the classical hydrodynamics [5], the solutions of eqs. (5) 
can be presented as 
 
[ exp( ) exp( )]exp( )xv ikA kz mB mz ikx i t                (9a) 
[ exp( ) exp( )]exp( )zv kA kz ikB mz ikx i t                (9b) 
exp( ) exp( )p i A kz ikx i t                     (9c) 
exp( ) exp( )c C lz ikx i t                     (9d) 
 
where  A ,  B  and  C  are unknown  functions of  the wave number  k  and  frequency . Here 
2 2 /m k i     and  2 2 /l k i D   . For simplicity of the final result, the well‐known high vis‐
cosity approximation  2k     is further applied. Substituting eqs. (9)  in eqs. (7) provides the 
dispersion relations for the case of insoluble surfactants 
 
2 2 3 3( ) 2 0Sk i k i k k                     (10a) 
2 2 3 32 ( ) 0S Sk i k i k k                       (10b) 
 
where       is the surface elasticity. 
Usually, the adsorption dynamics of soluble surfactants is presumed to be much quicker 
than  the  others  relaxation  processes.  For  this  reason  the  equilibrium  adsorption  isotherm 
( , , )c T     will be employed. For the case of soluble surfactants, the combination of eqs. (8) 
and (9) provides the following dispersion relations 
 
2 2 32 0i k k                       (11a) 
2 2 2 32 2 ( ) 0Si k D k Dl k k                     (11b) 
 
where  c   . Due to the high viscosity approximation, the motion of the interface splits into 
two  independent modes,  capillary  and  longitudinal waves  [17].  The  common  difference  be‐
tween eqs. (10) and (11) is the absence in the latter of the specific surface inertial and viscous 
terms. This fact is due to the zero total mass density excess at the interfaces of soluble surfac‐
tants. In eq. (11b) in addition to (10b) there is a term accounting for the diffusion. As seen, the 
dispersion relations of  the  insoluble and soluble surfactants are quite different and provide a 
good background for verification of the present theory. 
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